EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL:

UNA MIRADAA LA

ARITMETICA DE LA ESCUELA

MYRIAM ACEVEDO CAICEDO CRESCENCIO HUERTAS CAMPOS

X

ASOCIACION COLOMBIANA

DE MATEMATICA EDUCATIVA
ASOCOLME

®
ald
Grupo
Editorial



EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL:

UNA MIRADA A LA
ARITMETICA DE LA ESCUELA

Myriam Acevedo Caicedo
Crescencio Huertas Campos




Acevedo Caicedo Myriam - Huertas Campos Crescencio
EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL: UNA MIRA-
DA A LA ARITMETICA DE LA ESCUELA / Myriam
Acevedo Caicedo - Crescencio Huertas Campos - led. - .
Santa Fe de Bogota, D.C., Grupo Editorial Gaia, 1999. 54p. -
Coleccion: Cuadernos de Matematica Educativa No. 2
ISBN : 958-96440




EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL:

UNA MIRADA A LA
ARITMETICA DE LA ESCUELA

Myriam Acevedo Caicedo
Crescencio Huertas Campos

Profesores del Departamento de Matematicas
y Estadistica de la Universidad Nacional de Colombia.

T
-

EFIRION COLOMBNS
CE W TEMA TICA EDUATIVE
L}

CUADERNOS DE MATEMATICA EDUCATIVA

L]
4 qaia
» FEes

Publicaciones
Uneversitarias




COLECCION:
CUADERNOS DE MATEMATICA EDUCATIVA

EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL:
UNA MIRADA A LA ARITMETICA DE LA ESCUELA

Autores:
© MYRIAM ACEVEDO CAICEDO
© CRESCENCIO HUERTAS CAMPOS

COLECCION: ISBN : 958-96440
LIBRO: ISBN : 958-96440

Primera edicion, 1999 200 ejemplares

DIRECCION GENERAL
ASOCIACION COLOMBIANA
DE MATEMATICA EDUCATIVA, ASOCOLME

DIRECCION EDITORIAL,
DISENO GRAFICO Y DE CARATULA
Pedro Enrique Espitia Zambrano
Grupo Editorial Gaia
Calle 74 No. 22-70 Bogota
Tel. 3102668311
gaiaeditorial@gmail.com

DIAGRAMACION Y EDICION
Calle 74 No. 22-70 Bogota
Tel. 3102668311
gaiaeditorial@gmail.com

Reservados derechos de autor. Prohibida la reproduccion total o parcial de esta publicacion mediante cualquier

proceso de reproduccion, digital, fotocopia u otro, sin permiso escrito del editor.
IMPRESO EN COLOMBIA. 1999

4



Contenido

INTRODUCCION
CAPITULO UNO
EL NUMERO NATURAL

1.1 EL NUMERO NATURAL Y SU ESCRITURA
1.2 EL NUMERO NATURAL Y EI. CONTEO

CAPITULO DOS
ARITMETICA Y GEOMETRIA

2.1 ARITMETICA Y GEOMETRIA
2.2 EL TEOREMA DE PITAGORAS

CAPITULO TRES

EL NUMERO Y LA PROPORCION
3.1 EL NUMERO Y LLA PROPORCION

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Pag.

10
16

20
26

40

53






Introduccion

El contenido de estas notas se desarrollaron en un se-
minario del programa RED de la Universidad de Co-
lombia , como una propuesta de formacion de docen-

tes en servicio.

Son talleres que tienen por finalidad discutir y generar
ideas en torno a las actividades para desarrollar en las
aulas de clases en la Hscuela Basica Secundaria. Estos
estan dirigidos fundamentalmente al profesor, por tan-
to es el quien debe valorar el momento en el curriculum
y la forma como se deben readaptar, pues no es conve-
niente plantearlo a los estudiantes tal como aparecen
Los temas tratados giran en torno a temas tan algidos y
con tantos problemas en su ensefianza como: La re-
presentacion del numero, el teorema de Pitagoras, la

razon, la proporcion vy la regla de Tres.
Todos tienen un referente historico y estan acompana-

dos de una bibliografia que se puede conseguir en nues-

tro medio.

LOS AUTORES.






EL NUMERO
NATURAL

CAPITULO




1.1 EL NUMERO NATURAL
Y SU ESCRITURA

Aunque los descubrimientos arqueoldgicos muestran
como evidencia que la idea de nimero es anterior a los
descubrimientos tecnoldgicos, la civilizaciéon y la escri-
tura; en nuestra escuela, los conceptos de numero, sim-
bolo y sistema de numeraciéon parecen confundirse,
asumiéndose muchas veces como igual el numero y su
graffa. El compromiso educativo hace que el profesor
no deba considerar la matematica como una actividad
aislada de una realidad social y cultural, y si en la actua-
lidad ésta ya no se define como la ciencia de la magni-
tud y el numero, la medicién y el numero son herra-
mientas intelectuales cuyo dominio potencia a un indi-
viduo para participar en el desarrollo de su sociedad, si
bien la nocién basica de nimero es un universal, la for-
ma concreta de abordarla no ha sido la misma en las
diferentes culturas, por tanto podemos afirmar que han
existido muchos mundos numéricos, organizados como
verdaderos programas simbolicos, los cuales han evo-
lucionado por intercambio o como necesidad de dar
respuesta a diversos interrogantes.

Las reflexiones antetriores nos conducen nuevamente a
examinar la evolucion del concepto de nimero, dado a
través de diferentes épocas y culturas, lo mismo que su
representacion simbolica organizada en lo que cono-
cemos como “‘sistema de numeracion”.
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1. En la representacion de los nimeros naturales, los
egipcios usaron los siguientes simbolos:

para las unidades

para las decenas

para las centenas

para las unidades de mil
para las unidades de diez mil
para las unidades de cien mil
para las unidades de millén

a) ¢Como se escribirfa el nimero 2’351.426 si el
numero 1.435 se representa asir :

J1111n0n ]
b) ¢Por qué se le denomina a este sistema “aditivo’?

¢) ¢Cuales serfan los inconvenientes de esta nota-
cion?

d) Establezca analogfas y diferencias con el sistema
de numeracién romano

2. Esta misma cultura usaba los siguientes procedimien-
tos para multiplicar:

a) POR DUPLICACION: 14 x 35 se obtenia de la
tabla sumando 70 con 140 y 280

1—— 35
2—— 70
4 ——140
8 ——280

11
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b) POR DUPLICACION Y DIVISION EN MI-
TADES DE LOS FACTORES:
35 x 16 se obtenfa a partir de la tabla sumando los
nameros de la columna derecha que correspon-
den a impares de la columna izquierda es decir
16 + 32+ 512 = 560 = 35 x16
35 —— 16
7 — 32
— 04
128
— 256
— 512

— N &~ 0 -

* Ensaye con algunos nimeros los dos métodos hasta
aclarar el algoritmo empleado.

* Use propiedades de la aritmética de los nimeros na-
turales, para explicar por qué funcionan los dos mé-
todos empleados.

* Reflexione sobre las posibilidades de uso en el aula,
ubicando grado, requisitos y posibilidades de con-
tribucion al desarrollo del pensamiento matematico
del alumno.

3. Los Babilonios usaron un sistema de numeracion
posicional en base 60 para escribir los nimeros me-
diante el empleo de cufias, sin embargo los historia-
dores han usado una adaptacion a la notacién actual
asf:

12312 = 3x3600 + 25x60 + 12 = 3; 25; 12.
1043/3600 = 17/60 + 23/3600 = 0.17; 23.

12
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Escribir en notacién decimal los nimeros dados a

continuacién si ellos esta escritos en base 60.

7;31;24; 1 0.12; 50; 49

Escribir en notacién sexagesimal los nimeros da-
dos a continuacién si ellos estin escritos en nota-

cién decimal: 43251, Y2, 2/3, 7/5

En la tablilla Plimpton 322 todos los numeros se
encuentran escritos en base 60

1; 59 2;0 2; 49 1.59 0.15
hacen parte del primer renglon, se afirma que los
tres primeros nimeros forman una terna pitagorica
y el ultimo nimero es el cuadrado de la razén de

los dos dltimos numeros es eso ciertor
Existen analogfas con la escritura egipcia y la romana?

Cual es la diferencia entre el sistema de numeracion

egipcio y el babilonio’

Si la escritura decimal del nuimero 3/7 es
0.428571428571... cual seria la escritura en base 5 del

¢Qué fraccién representa el nimero decimal peri6-

dico 3.499999...?

¢Qué elementos se deberfan tener en cuenta para

formar un sistema de numeracioén?

13
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JUEGOS

1.

3.

Una persona piensa en un numero de tres cifras,
propoéngale que encuentre la suma de las cifras y que
esta suma la reste del nimero pensado, pidale que
tache una cifra y que le comunique las restantes, us-
ted estarfa en capacidad de adivinar la cifra tachada
,s1 previamente ha observado que sucede con un
nimero cuando realiza esta operacion. Analice el
juego y examine qué propiedad aritmética lo sus-
tenta.

Proponga que alguien piense un nimero de tres ci-
fras que no termine en cero, que coloque estas cifras
en orden contrario, hecho esto debe restar del na-
mero mayor el menor y la diferencia obtenida su-
marla con ella misma, pero con las cifras escritas en
orden contrario, el nimero resultante es mil ochen-
ta y nueve. ;Por qué?. Hay casos donde el juego no
funcioner.

Encuentre las cifras escondidas.

21 9
x 372
737

3?7 27

7275
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4. Silas letras representan digitos, encuentre solucio-
nes en cada operacion

AB UNO TRES
BA +DOS + DOS
cC TRES CINCO

5. Si un nimero natural se escribe en base diez las si-

guientes reglas de divisibilidad se cumplen

a) El numero es divisible por cinco si su dltima cifra es
CINCO O Cero.

b) El nimero es divisible por tres si la suma de las ci-
fras es divisible por tres.

c) El nimero es divisible por nueve si la suma de las
cifras es multiplo de nueve

d) El nimero es divisible por once si la suma de las
cifras que ocupan el lugar par, empezando por la
ultima, restada de la suma de las cifras de los lugares

impares es maltiplo de once.

Justifique cada una de ellas y proponga nuevas.

15



1.2 EL NUMERO NATURAL
Y EL CONTEO

Una aplicaciéon fundamental del nimero natural esta
en el uso que se le da para contar los elementos distin-
tos de un conjunto, esto es, si entre un conjunto cuales-
quiera y un subconjunto de los nimeros naturales se
puede establecer una correspondencia biunivoca en tal
caso al conjunto se le denomina enumerable o discre-
to; si la correspondencia biunivoca se establece entre
el conjunto $1,23,..01 y un conjunto cualesquiera A
al conjunto A se le denomina finito con ene elementos
o también que el cardinal de A es n.

1. Dé ejemplos de conjuntos discretos y no discretos.

2. Si la distancia entre dos postes consecutivos de una
cerca es de cinco metros, ¢ cual serd el nimero de
postes necesarios para construir una cerca alrede-
dor de un terreno triangular de veinte, treinta o cua-
renta metros de lado ? sera posible hacer una gene-
ralizacion ?.

3.S8i a y b sonnameros enteros que satisfacen la
condicién a > b > 0, cuantos enteros habran entre
ayb?

4. Se construyen dos dados con los nameros 1, 2, 3,
5, 7y9, st se lanzan simultineamente ¢ cuantas su-
mas diferentes se obtendran?

16
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. Una linea vertical intercepta al simbolo S en tres
puntos como se muestra en la figura , y dividiendo la
regién en cuatro partes, si se trazan nueve lineas
paralelas con las mismas caracteristicas scuantas re-
giones o partes de S se determinan? Se podtia indu-

5

cir alguna generalidad?.

. Stlos cuatro finalistas del mundial de foot-ball juga-
ran todos contra todos ¢cuantos formularios dife-
rentes podrian llenarse en donde se determine la po-
sicion final de los equipos?. ¢qué pasaria si fueran 5
finalistas? si fueran 87 si fueran n?.

. Si al mundial asistieran 36 equipos y las reglas de
juego dijeran que el campedn serfa aquel con mas
puntaje, después de jugar todos contra todos cuan-
tos formularios se podrian llenar con los cuatro pri-
meros puestos?

. Si llamamos P(306, 4) al nimero de formularios del
ejercicio anterior, squé estarfa determinando el na-
mero P(n, k) y ¢como se calcularia? (n > k).

. Sien el caso del problema 7, los formularios se lle-

naran con los cuatro finalistas sin importar el pues-
to ocupado ¢cuantos de éstos diferentes resultarian?

17



CUADERNOS DE MATEMATICA EDUCATIVA

18

LECTURAS COMPLEMENTARIAS

Ardila, A. (1990) Multiplicacién y divisioén en el abaco.
Notas de Matematica No.29.Santa I'e de Bogota.

Avila, A. & Mancera, E. (1989) Diagnoéstico de habili-
dades computacionales y actividades para solucio-

nar los errores. Educacion matematica Vol.1-No.1
México.D.E

Boyer, C. (1987) Historia de la Matematica. Los Orige-
nes Primitivos. Alianza Editorial . Madrid.

Perelman, Y. (1986) Matematicas Recreativas. Edicio-
nes Orbis S.A. Barcelona.

Pérez, A. & Torres, M. (1992) La singularidad del cero
en el aprendizaje de los nimeros .Epsilon No. 24.
Sevilla.

Ritter, J. (1991) A cada uno su verdad: las matematicas

en Bgipto y Mesopotamia. Historia de las ciencias .
Michel Serres (edit.).Madrid.

Smullyan, R. (1984) ¢LL.a Dama o el Tigre ? y otros pa-
satiempos logicos. Ediciones Catedra S.A. Madrid




ARITMETICA
Y GEOMETRIA

CAPITULO

19



2.1 ARITMETICA
Y GEOMETRIA

La civilizaciéon Helénica es quien aporta el caracter de-
ductivo de la matematica, se inicia con ella la sistemati-
zacion de los conceptos de nimero y magnitud, el acer-
camiento teérico al estudio de la naturaleza permite que
de ella se puedan extraer similitudes sacadas de multi-
ples sucesos, analizadas y generalizadas para luego de
esto deducir nuevas relaciones, por tanto lo que prima
en esta cultura es el gusto por inquirir o preguntar, y el
interés por la matematica ya no se reduce unicamente
a su aplicacion practica como en Egipto y Mesopotamia.
Aunque a Thales se le atribuye el establecimiento de la
matematica como ciencia deductiva, fue la Escuela
Pitagérica quien introdujo los conceptos matematicos
abstraidos de las impresiones sensoriales de la natura-
leza , la matematica se organiza a partir de “primeros
principios”, adquiriendo un caracter explicitamente
abstracto y surgiendo formas de organizacion local que
comportan la deduccién como criterio normativo (
Moreno, L. 1991). Sin embargo el caracter de la mate-
matica es completamente realista para los griegos, ya
que el interés esta centrado en el objeto de estudio que
se concibe como inmutable y este no logra ser modifi-
cado por el sujeto, la actividad del sujeto no es creativa,
se limita a estudiar una realidad ya dada, por ejemplo:
el cielo se puede construir a base de numeros, pues las
estrellas son unidades, puntos materiales, y el punto es
una unidad con posiciéon ( la unidad es un punto sin
posicion ).

20



EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL: UNA MIRADA A LA ARITMETICA DE LA ESCUELA

Para Aristoteles los objetos matematicos se presentan
bajo las formas de los discreto y lo continuo, el proto-
tipo de lo discreto es el nimero. Numero es una colec-
ci6n de unidades y no incluye al uno entre los numeros.
Por otra parte el prototipo de lo continuo se encuentra
en el dominio de lo geométrico, la longitud, el area y el
volumen , el cual surge como una abstraccion del con-
tinuo fisico, es decir; las magnitudes son abstracciones,
representadas geométricamente de las cosas medibles
continuas.

A partir de la idea original de los pitagéricos, de repre-
sentar los numeros naturales por puntos y formar con
ellos figuras geométricas, en forma inductiva se encuen-
tran relaciones aritméticas hoy conocidas como mode-
los de demostraciones “sin palabras”.

El trabajo consiste en estudiar la figura y tratar de iden-
tificar las propiedades que se han querido ilustrar indu-
ciendo a partir de ella una generalidad. Tome varios
ejemplos para tratar de identificar un patron.

NUMEROS TRIANGULARES

. & & @
ole & & »
o ol e e ®
o 0 0| ®
@ 0 o|®
@ 9 @ & g

1+243+4+5 = Vo(2)(?)
14243 +4+5+...4n = Yo(2)(?)

21
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NUMEROS CUADRADOS

| 2 & & & 0 O
o 0|0 0 0 @ 0|0

o o o0 o O 0 0 a

o o Q| O 0|0 O

e o o 0|00 @ O

e o o O 9 O o4

o 0 o 0 0 of|oaQ

o o o Q (0 |0|a

o o 0 olo|o|o)a

1+3+5+7+9+11+13+15=">

1+2+1=2°

1+2+3+2+1=3

7

o

1+2+3+4+3+2+1=4

0.0

22
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o O
o O
®
o O
1+3+5+3+1 = 22 + 3?
g|e o o o O
o |0 o 0 2 0
g O |0 O 0 0 0
g 0 0|0 0 0 0 O
oo oo o|looo oo
oooc oo ol 00 0 0
n n-1 n
Sk o+ Xk = Xk + 0
k= k= k=
a Qo o =] o oo
a o o @|a o o
e o9 0 o0 o a
o0 0 0 olo o oy
o 0o o0|o|jo o 0
o o|e a o a
o o a3 a =] =]
o o o o o o g
a o o o o a o

La penultima figura muestra como ocho nimeros trian-
gulares mas uno forman un cuadrado, mientras que en
la Gltima figura se describe la conformacion de los lla-

mados nimeros pentagonales que conforman la serie:
1,5,12, 22, etc.

23
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Todas estos numeros poligonales se construyen me-
diante agregados de gnémones (escuadras ) sucesivos a
la unidad, y también se pueden obtener de la sucesion
de ndmeros 1; 1+ (k-2); 1+ 2(k-2); 1+ 3(k-2); 1+
4(k-2);..donde k > 2 y numero natural.

La progresion es aritmética de razéon ( k-2) y generan
los numeros triangulares, cuadrados, pentagonales,
hexagonales cuando k sea respectivamente 3,4,5 y 6.

Los pitagoricos en su estudio sobre los numeros elabo-
raron una teorfa conocida como de lo par e impar, la
cual es ampliada por Platon y Euclides quienes hacen
la clasificacion siguiente: Aquel que tiene su mitad par,
la mitad de la mitad par y asi hasta la unidad o sea un
namero de la forma 2" llamado PAR - PAR - PAR.
Aquel que se puede dividir por la mitad una vez y deja
un numero impar como cociente o sea de la forma
2(n+1) llamado PAR- IMPAR y por dltimo el de la
forma 2°"'( 2m+1) llamado IMPAR- PAR pues se pue-
den dividir por la mitad mas de dos veces dejando un
numero impar como cociente.

También se les llamo nimero primo a aquel que solo
puede ser medido por la unidad , si se supone que ellos
se pueden distribuir en un segmento, como por ejem-

plo:

24
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cuatro serfa un numero compuesto pues tiene como
medidas al uno al dos y al cuatro. Cuando dos numeros
tenfan como medida comun solamente la unidad se les
llamaba primos el uno con el otro, como son el 4y el 9.
Euclides y Aristoteles admitieron como primo al 2,
mientras que para los pitagoricos ni siquiera era nume-
ro pues asi como la unidad era el principio de los na-
meros el dos era el principio de lo par.

LECTURAS COMPLEMENTARIAS

Boyer, C. (1987 ) Historia de la matematica. Cap. V.
Jonia y los Pitagoricos. Alianza Editorial. Madrid
Espana.

Campos , A.(1990 ) Trabajo Matematico de los
Pitagoricos relacionados con la Geometria .VII
Coloquio Distrital de Matematica y Estadistica.
Bogota.

Serres, M.(1989 ) Gnomon: Los comienzos de la Geo-
metria en Grecia. Elementos e laHistoria de las Cien-
cias. Edi. Catedra S.A. Madrid
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2.2 EL TEOREMA DE
PITAGORAS

El uso del teorema en la agrimensura, ingenieria, calcu-
los aritméticos y resolucién de ecuaciones muestran
como en las civilizaciones egipcia, babilonia, china e
hindu se tenfa conocimiento del teorema mucho antes
de la existencia de Pitagoras, por tanto se cree que la
contribucion de este, al teorema que lleva su nombre se
reduce a su demostracion.

La inclusion de este tema en el curriculum escolar es
algo que no se discute, y son muchos los articulos so-
bre pruebas, formas de abordaje en el aula, usos, difi-
cultades de aprendizaje etc. sin embargo nuestra expe-
riencia nos muestra cOmo en nuestra escuela este tema
es visto muchas veces descontextualizado y sin el énfa-
sis que merece por su uso y por ser parte necesaria del
bagaje cultural o cientifico de nuestra civilizacion, es
asf como para el educando se toma como, una férmula
mas algunas veces aplicado pero carente de significado.

La importancia historica y epistemologica del teorema
nos permite plantear la necesidad de retomarlo, dedi-
candole tiempo a una reflexion tanto del aspecto mate-
matico como didactico, mirando las distintas facetas de
presentacion y desarrollo en el curriculum ya que se
puede trabajar no sélo desde su aplicacion sino tam-
bién desde la aritmética el algebra y la geometria; pues

26
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la igualdad a* + b* = ¢* da lugar a interpretar a,by ¢
como numeros, expresiones algebraicas o longitudes.

Ternas Pitagoricas

Tres enteros positivos a, b, ¢ forman una terna pitagorica

(a,b,c) si satisfacen la igualdad
a’+b>=c?

1. 2) Considere los nimeros 9,16, 25, ..., n*

haga las
figuras para de ellas inducir la igualdad n?+ (2n
+1) = (n +1)* ¢Cudndo se generaria una terna

pitagorica ?.

b) La sustitucién de 2n+l por m* en la igualdad
anterior lo conduce a la siguiente

m? + [Va(mD]P = [Va(m>+1]?

usela para determinar ternas pitagoricas. ¢Se gene-
ran todas las posibles ternas ?

2. Inducir de la figura laigualdad  (n-1)*+ 4n = (n+1)?

27
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La sustitucion de n  por m* lo conduce a la
nueva férmula

2m)* + (m?-1)? = (m?+1)?

la cual sirve para calcular también ternas
pitagoricas, JGenera las mismas anteriores?

3. Suponga que (a, b, ¢) es una terna pitagorica, luego
se puede concluir que
a> = b’ ¢* = (b+c)(b-c) y laigualdad
u=b+c; v=b-c definitfana uy v
como numeros con las siguientes propiedades:

* uv esun cuadrado perfecto

* u y v son ambos pares o ambos impares.

c u>v ;bZl/z(u—v);c=1/z(u+v);a:m
(\/E, Y2 (u-v), 2 (u+v)) esuna terna pitagorica.

Estos resultados se pueden organizar en la siguiente
proposicion dada por Euclides

“ (a,b,c) es una terna pitagorica siy solamente si existe
uy v enteros positivos u > v de igual paridad tales
que u.v es un cuadrado perfecto y (a,b,c)z(\/:\f, Y2
(@), /2 (@) ).

4. Si (a,b,c) es una terna pitagdrica denominaremos
triangulo pitagorico al triangulo rectangulo cuyos
catetos son respectivamente a, b y su hipotenusa

€s C.

Determinar todos los triangulos pitagoricos que ten-
gan por cateto a = 12 .Para ello puede usar la propo-

28
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sicion anterior calculando todos los nimeros u'y v
tales que su producto u.vsea 12 siendo uy v natura-
les con la misma paridad.

. La proposicion anterior sirve también para construir
con regla y compas segmentos de longitud On , es
claro que para ello hay que suponer que se satisface
el reciproco del teorema de Pitdgoras esto es: un
triangulo es rectangulo si la medida de sus lados a, b
y ¢ satisfacen la igualdad a*+b’=c? siendo c la lon-
gitud del lado mas largo.

Escriba n= 24 como un producto de dos enteros
u.v de la misma paridad y use las férmulas de la
proposicion para construir con regla y compas un
segmento de longitud \24. Repita el ejercicio para
construir un segmento de longitud V15.

. Como se ha podido observar en las actividades pro-
puestas en esta seccioén se han usado los conceptos
geométricos de area de triangulos y cuadrados, y
solamente en el ejercicio anterior usamos el teore-
ma de Pitagoras para hacer una construccién
geométrica de un nimero no racional, pues los nu-
meros que se han estado usando en el transcurso de
las actividades son generalmente nimeros naturales

(o racionales).
¢En qué momento del curriculum escolar podrian

tratarse estos temas y con qué propositos se po-
drian llevar al aula?
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Taller de Aula

1. La figura 1(a) muestra un lado AB del cuadrado
ABCD con AB = 3cms. Es facil encontrar las posi-
ciones de los otros dos vértices C y D como se
muestra en 1(b)

Figura 1

L] L] L] L] L] - L] L - a
o C

L] L] L] L] L] L]

L] L] L] L] L] 1

—— 4 .

@) (b)

Figura 2

* " " " % Enlafigura 2 se mues-

- . - - . - traun lado PQ del cua-
drado PQRS, donde

las posibles posiciones
. s s e s s de Ry S ya no son tan
obvias. Analizar las si-
guientes figuras y de-
. terminar el area PQRS.

J'?
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Figura 3
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" i =TS ——
[} iy #
@) (b) (©
Fég%rd 4 . . . 0w - .
-
.
™
']

2. Usar las ideas anteriores para determinar las areas
de los cuadrados de la figura 5.

Figura 5

i
1
L]
1
i
1
¥ ]

L] L — i - =
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¢Esto le sugiere alguna idea para encontrar el area
del cuadrado que aparece en la figura 6?

Figura 6

3. Para cada uno de los triangulos de las figuras siguien-
tes; dibujar un cuadrado sobre cada lado y encontrar
el area de cada uno de ellos.
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L ]
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4. Copiar la figura 7a sombree los triangulos A, B, C'y
D. Corte los triangulos y el cuadrado. Forme un rec-
tangulo A y C, similarmente con los triangulos B y
D; coloque las piezas de papel como se muestra en
la figura 7b. Compare éste con el diagrama original y
explique como ésto demuestra el teorema de
Pitagoras.
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5.

34

Figura 7

Un triangulo rectangulo tiene cuadrados sobres sus
lados de 4reas 50cm?, 18cm? y 68cm?® Un lado de
este triangulo se ilustra en la figura. Cépiela y dibuje
el cuadrado sobre el lado dado, calcule el area de
este cuadrado y marque el tercer vértice del triangu-
lo (recuerde que los otros dos lados deben ser lados
de los cuadrados con areas dadas).

L L] L] L L]
L] L L] L ] L]
L ] ] ] [ ] ]
L] L ] L] L ] L]
L ] - L] - ]
L] - L] L] L]
L] - . - ]
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Demostraciones sin palabras

Observe las figuras y explique por qué cada una de ellas
es una demostracion del teorema de Pitagoras (si pre-
fiere construya las figuras en una hoja de papel, corte y

doble).

T~

Teorema de Pitagoras I

Teorema de Pitagoras 11
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Teorema de Pitagoras 111
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Teorema de Pitagoras IV

%
Pt
N

Teorema de Pitagoras V

=

Partir del Area del
Trapecio A="2(a+b)?

Teorema VI
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Partir de(c+a)/b = b/(c-a)

Teorema VII

LECTURAS COMPLEMENTARIAS

Meavilla S. V. (1989). Dos demostraciones dinamicas
del Teorema de Pitagoras. Suma 3.

Rothbart A. & Paulsell B.(1974). Numeros Pitagoricos:
una férmula de facil deduccién y algunas aplicacio-
nes geométricas. The Mathematics Teacher vol 67

N°3 (NCTM).

Campos A.(1990). Geometria Griega antes de Euclides
Trabajo Matematico de los Pitagéricos relacionado
con la Geometria. VII Coloquio Distrital de Mate-
maticas y Estadistica .Santa Fe de Bogota.
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CAPITULO
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3.1 EL NUMERO
Y LA PROPORCION

Proclo fil6sofo del siglo V de nuestra era afirma que a
Pitagoras se le deben dos descubrimientos matemati-
cos: la construccion de los poliedros regulares y la teo-
ria de proporciones, aunque exista seguridad que este
aprendié en la Mesopotamia las medias aritmética,
geométrica , la subcontraria y la armoénica. No hay se-
guridad si el estudio de las proporciones formé parte
de la teorfa de numeros Pitagérica y tampoco cuando
las cantidades que se involucran en ellas fueron consi-
deradas como magnitudes geométricas, sin embargo
parece plausible que el desarrollo de esta teoria en los
pitagoricos esté conectada con la conmensurabilidad
ya que el caracter realista de su matematica es respon-
sable de que sélo se puedan aceptar ciertas construc-
ciones que puedan ser interpretadas con independen-
cia del sujeto como las construcciones con regla y compas.

Con un segmento de recta que se puede tomar como
unidad la regla y el compas se puede construir otro seg-
mento de recta que tenga por longitud un nimero (na-
tural); en esta forma se estarfa asociando nimeros a
elementos de la geometria y st “todo es nimero” dados
dos segmentos cualesquiera con un proceso inverso de
sustraccion usando la regla y el compas se podria cons-
truir una unidad comuin que la contuvieran un nimero
exacto de veces dando asi origen a una pareja de nime-
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ros (y no un numero racional) como resultado de esa
comparacion la cual se puede tomar como una razon.

La aparicién de los inconmensurables provoca la pri-
mera crisis al tomarse como un camino sin salida, pero
los trabajos de Hipocrates sobre la cuadratura del cir-
culo y la perspectiva Platonica permiten el reingreso de
los inconmensurables a la matematica, pues la compara-
ci6én entre dos magnitudes inconmensurables del mis-
mo tipo, se establece a través de una nueva formula-
cion de igualdad entre razones dada por Eudoxo y usa-
da en el Libro V de los elementos de Euclides, 1a cual
sirve en el siglo XIX a Dedekind para dar su definicion
de nimero real como una cortadura independizando
definitivamente el concepto de numero de la magni-
tud geométrica.

Como puede observarse en este rapido recorrido his-
torico no es facil encontrar en la matematica cuando el
concepto de razén aparece interpretado como un na-
mero racional, asi los Babilonios, Egipcios e Hindues
hayan usado proporciones y fracciones para resolver
problemas y ecuaciones, ya que en ellos no se da una
organizacion sistematica como ya habfamos anotado.

Para ningin maestro es un misterio las dificultades que
se tienen con la ensefianza y el aprendizaje de: Los nu-
meros racionales, las proporciones, la regla de tres y la
proporcionalidad; temas obligados en el desarrollo de
cualquier curriculum, por su importancia relevante en
el uso cotidiano (porcentajes, costos, tasas etc.) y como
punto de partida de muchos conceptos cientificos (va-
riacion, velocidad, densidad, huso horario etc.). Si exa-
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minamos sin mucho detalle como se trabajan estos te-
mas en las escuelas y colegios, el esfuerzo se reduce a
una practica operatoria y esquematica sin profundizar
en la parte conceptual y de la aplicaciéon y a manera de
ejemplo podemos citar los siguientes hechos muy fre-
cuentes: En casi todos los textos la razon es presentada
unicamente como cociente de dos nimeros y esto equi-
vale a creer que siempre los significado de reparticion y
particiéon son coincidentes; la fraccion muy pocas ve-
ces se interpreta como una razon ; los estudiantes creen
que todos los problemas de variacioén se pueden resol-
ver usando regla de tres y que si una variable esta rela-
cionada funcionalmente con otra de tal manera que
cuando la una aumenta la otra también entonces existe
entre ellos una proporcionalidad directa.

A continuacién haremos un desarrollo de estos temas
intentando hacer un reconstruccién muy aproximada a
la evolucion historica, pues carecemos de suficientes
evidencias que nos permitan afirmar con certeza que
en esta forma evolucionaron los conceptos.

La Conmensurabilidad y la razén

En los siguientes pasos se muestra un algoritmo para
calcular el maximo comun divisor de dos nimeros co-
nocido también como el algoritmo de Euclides (o mé-
todo del carpintero cuando se trata de dos segmentos
de recta).

36-14=22; 22-14=8; 14-8=06; 8-6=2;
6-2=4;4-2=2;22=0
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Con lo cual concluimos que el maximo comun divisor
entre 36 y 14 es 2.

1. Use el mismo procedimiento para calcular el maxi-
mo comun divisor entre los nimeros naturales 42823
y 6409.

2. Use el método de divisiones sucesivas para hallar el
maximo comun divisor de los nimeros anteriores y
compare con el método usado en el numeral ante-
rior . ¢Qué se puede decir entonces del algoritmo
que usamos cotidianamente para dividir dos nume-
ros enteros?

Consideremos un par de segmentos A y B suponga-
mos que la longitud de A es menor a la del segmento B.
Colocando A sobre el segmento B con un regla y un
compas trasladelo para obtener dos posibilidades: A
cabe un numero exacto de veces en B, o, existe un seg-
mento U, (con longitud menor al segmento A ) de
exceso para que la primera posibilidad no ocurra, si
ocurre la primera posibilidad A serfa una medida co-
mun para A y B, si se cumple la segunda posibilidad
tome U, para compara con A como se hizo en primera
instancia, de nuevo se presentan las dos posibilidades:
U, cabria un nimero exacto de veces en A y por tanto
U, serfa la unidad comin para A y B ;por qué ?, si no
ocurre esto existe un segmento U, repitiendo de nuevo
el proceso. Los Pitagoricos consideraban que para cual-
quier par de segmentos se podia siempre conseguir
una unidad comun, es decir el nimero de pasos ante-
rior era finito.
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1. En un papel cuadriculado seleccione dos segmen-
tos A y B de 6 y 8 cuadriculas respectivamente para
construir un segmento U que sea la unidad comun
de A y B, ¢De cuantas cuadriculas consta Br. En-
cuentre dos enteros positivos m y n tales que A=
mB y B =nU (mA es un segmento que se obtiene
de A prolongandolo con regla y compas m veces ).

2. Diremos que un par de segmentos A y B son con-
mensurables si existe una medida comin U y un par
de nimeros enteros positivos m y n tales que A =
mU , B =nU, si ademas los nimeros son primos
relativos entonces A y B estain en la razon many
este hecho se notara m : n . Notese que m y n for-
man una pareja de nimeros naturales y en el mo-
mento no aparece la fraccién m/n , hasta aqui la
razon se presenta como una relacion parte - parte si
se consideran los segmentos como parte de la recta
o todo-todo si cada segmento es un todo, mientras
que la fraccion se puede interpretar como una rela-
cién parte - todo. sQué razon se establece entre los
segmentos del numeral anterior?

3. Probar que si dos segmentos A y B se encuentran en
la raz6n m : n entonces nA= mB.

4. :Cémo repartiria un segmento X en dos segmentos
que estén en la razén 2 : 372

5. Pruebe que si nA = mB entonces A y B estan en la
razén m: n.

0. Elsiguiente resultado fue planteado por Arquimedes
“Siaun semicirculo sele circunscribe un rectangu-
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lo y se le inscribe un triangulo isosceles, luego la fi-
gura se rota sobre su eje de simetria, se obtiene un
cono, una semiesfera y un cilindro con volimenes
que estan enlarazon 1 :2: 37, :Qué significa estor.

7. Pruebe que si dos segmentos estan en la razén m : n
existe un segmento C tal que se satisfacen las igual-
dades siguientes : (m+n)A = mC, (m+n)B=nC
¢Qué significado tienen estas igualdades compara-
das con las obtenidas en el numeral 57

La Proporcion.

Supongamos que dos segmentos A y B se encuentran
en la razén m : n esto es existe una unidad comun U y
m, n enteros positivos y primos relativos tales que A=
mU , B=nU, si Cy D son otro par de segmentos para
los cuales existe otra unidad comun U’ tal que cumplen
C=mU’ , D=nU’ entonces diremos los dos pares de
segmentos A, B y C, D establecen la misma razén o
que son proporcionales y se notara A:B :: C:D leyén-
dose A esa B como CesaD.

1. Si en el contexto antetior A B, C, D fueran nime-
ros naturales que serfan las medidas comunes U, U’ ?

2. En forma analoga como se establecerfa la definicion
de proporcién entre nimeros naturales ? Usela para
probar las siguientes proposiciones, sabiendo que
a,b,c.d son numeros naturales

ab::cd  entonces ¢ =d
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ab::cd  entonces axc::bid
ab::cad  entonces (atb): (b+d)::cd
ab::cd  siysolosi ad=cb

3. Dos nimeros estan en la razén 3 :7 y su diferencia
24 luego el numero mayor es?
No use para estos problemas fracciones ni la nota-
cién m/n.

4. El nimero 50 ha sido dividido en tres partes que
estan en la razén 1: 3: 6, ;Cuales son esas partes?

5. En un colegio la razén entre el nimero de nifios y el
numero de nifas es de 2 :3 y la razén entre el nime-
ro de nifias y el nimero de maestros es de 8 : 1. ¢Cual
es la razon entre el namero total de estudiantes y el
nimero de maestros?

La inconmensurabilidad

Como ya habfamos anotado el lema fundamental de la
escuela Pitagdrica podia resumirse en la frase “todo es
namero”, la esencia de todas las cosas geométricas,
teoricas, practicas pueden explicarse a través de las pro-
piedades de los nimeros naturales y sus razones; el des-
cubrimiento de los inconmensurables (no el de los nu-
meros irracionales ) practicamente destruye el edificio
matematico construido sobre principios filoséficos que
se muestran no confiables, la aritmética de los ndmeros
naturales ya no pueden explicar este hecho pues se de-
ben introducir elementos nuevos y no realistas contra-
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rio al pensamiento griego del momento. Mostraremos
ahora ejemplos de segmentos inconmensurables en las
siguientes actividades propuestas:

1. Probar que la diagonal del cuadrado de lado uno y el
lado del cuadrado forman un par de segmentos in-
conmensurables, use argumentos geométricos de
construcciones con regla y compas. También puede
recurrir a la demostracion actual de la irracionalidad
de la raiz cuadrada de dos.

2. Se llama rectangulo aureo a cualquier rectangulo
ABCD que tiene la propiedad de ser semejante con
el subrectangulo resultante de suprimirsele un cua-
drado, esto es:

a a:aa+b::b:a

A a F D

a) Construya sobre el rectangulo aureo EFCD otro
rectangulo aureo, y sobre el restante otro hasta
formar una sucesion infinita de rectangulos
aureos.

b) Observe lo que sucede si en un papel cuadricula-

do los lados del rectangulo inicial tiene medidas
exactas, como explicarfa este hecho ?.
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¢) Forme una sucesion de razones como la descrita
en la parte superior, que conserve las proporcio-
nes, entre los lados de los subrectangulos resul-
tantes.

d) Construya una sucesion con las medidas de los
lados de los rectangulos aureos asi largo, ancho,
largo, ancho, ....etc.... luego use la definicién de
conmensurabilidad para probar por el absurdo
que los lados del rectangulo ABCD formar una

pareja de segmentos inconmensurables.

La proporcion anterior se puede interpretar como
una division de un segmento como media propor-
cional asi:

A a C b B

AC:AB::CB:AC

Calcular el valor de la razén aurea.

Construya un pentagono regular ABCDE, trace
sus diagonales AC, BD, CE, CA y BE en esta figura
se observa una estrella de cinco puntas y un penta-
gono regular interior, argumente el por que los si-
guientes hechos : Las diagonales estan divididas de
tal manera que se forma una proporcion durea; El
lado del pentagono y su diagonal son inconmensu-
rables.
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La proporcionalidad.

Cuando se defini6 la razén entre dos magnitudes del
mismo tipo, (por ejemplo dos segmentos A y B), cuan-
do ellos estaban en la razén m:n conclufamos que era
equivalente a nA= mB de la cual también podemos
concluir que B se ha dividido en n partes de las cuales
m son de B. Lo que en nuestra notacion actual la escri-
birfamos como A=(m/n)B en donde el significado
dado a m/n es de nimero racional cuando m y n son
nameros enteros, y si A y B estan representado medi-
das de magnitudes continuas la igualdad se interpreta-
rfa como igualdad entre numeros reales, por tanto no
setfa necesatio restringir el valor de m/n Gnicamente a
los racionales, se originarfa la igualdad Y=kX donde
Y, X son variables que representan las medidas de las
magnitudes A y B respectivamente, agregando que cuan-
do esto ocurre, diremos que Y es directamente propot-
cional a X con constante de proporcionalidad k nu-
mero real no nulo. (obsérvese la no necesidad de con-
servar la homogeneidad de las magnitudes A y B).

1. a) Probar que si Y es directamente proporcional a
X, X es directamente proporcionala Y. S1Y y X
representan medidas de magnitudes de diferen-
tes tipos directamente proporcionales explicar por
qué el significado dado a la constante k es el de
tasa unitaria.

b) Plantear un problema de regla de tres simple di-

recta y solucionarlo usando tGnicamente la igual-

dad Y = kX.
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Dar un ejemplo donde no se satisfaga la regla de
tres simple directa.

Dar un ejemplo en donde dos variables estén re-
lacionadas de tal manera que la una aumente
cuando la otra aumente y que no sean directa-
mente proporcionales.

Un trabajador gasta 5 horas en limpiar un terre-
no circular de 7 metros de radio. ;Cuanto gastara
en limpiar un terreno circular de 14 metros de
radio ?

Si X representa la cantidad de articulos que se
pueden comprar con Y pesos si un articulo cues-
ta k pesos ¢Cual es la féormula que relaciona Y
con X ?. Si el gobierno fija una politica de im-
puestos donde por cada facturacion de esos arti-
culos le cobra una cantidad fija de b pesos en-
contrar la formula que describe los costos de com-
pra para cualquier cliente. ¢ siguen siendo Y y X
directamente proporcionales .

Se dice que la variable Y es inversamente pro-
porcional a la variable X si existe una  cons-

tante k no nula tal que y=F. Si un gas se
X

encuentra en un medio de temperatura cons-
tante, la presion y el volumen son inversamente
proporcionales, si este se encuentra dentro de
un globo esférico de 9 pulgadas de radio a una
presion de 20 libras por pulgada cuadrada , si el
radio del globo aumenta a 12 pulgadas, ¢Cual es
la nueva presion del gas?.
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Si las variables estan relacionadas por una ecua-

cién del tipo y="2" donde k es una constante
rs

no nula, diremos que la variable y es directamen-
te proporcional a x,z, w e inversamente pro-
porcional a t, s. Hsta combinacion de relaciones
directa e inversamente proporcional origina la co-
nocida regla de tres compuesta como se aclara
con el siguiente ejemplo:

Si una maquina funcionando 6 horas diarias pro-
duce 90.000 articulos en 60 dias ¢ en cuantos dias
se produciran 192.000 articulos si trabajan 12 ma-
quinas durante 8 horas diarias ?.

M = Numero de maquinas

H = Horas diarias de funcionamiento

D = Dias de funcionamiento

A = Nuamero de articulos

Llamando k el numero de articulos que cada ma-
quina produce por hora entonces tendremos la
igualdad A = kMHD , podemos calcular k con
los datos del problema:

90.000 =k .10.6.60

Con este dato podemos calcular el nimero de
dias usando los otros.

D = (10. 6. 60 .192000 ) (90000 .12 .8 )

Hacer un razonamiento similar para calcular cuan-
tos dias requieren 50 hombres trabajando 8 ho-
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ras diarias para construir una obra, sabiendo que
340 hombres la hacen en 20 dias trabajando 6
horas diarias

El peso que puede soportar una viga con seccion
transversal rectangular, varia proporcionalmente
al ancho y al cuadrado del alto de la seccion trans-
versal e inversamente proporcional a la longitud
de la viga. Si una viga de 2 pulgadas de ancho, 4
de alto y 8 pies de longitud soporta 500 libras,
¢Qué peso soportara una viga de 2x8 pulgadas de
seccion transversal y 10 de longitud?.
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